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Resumo
Essa dissertação apresenta o estudo de estratégias de otimização topológica para os proble-
mas de interação dinâmica entre solo e estrutura. O objetivo é entender a influência da presença
de um grupo de estacas na forma final otimizada de uma estrutura estaqueada. A estrutura
estaqueada é modelada usando o método clássico de elementos finitos para o caso tridimensio-
nal. O grupo de estacas que suportam a estrutura é modelado através do método da matriz de
impedância. O solo é definido como um meio isotrópico, viscoelástico e dividido em camadas,
enquanto que as estacas são definidas como corpos isotrópicos elásticos. O acoplamento entre
a estrutura e a fundação é obtido através da compatibilidade cinemática e equilíbrio nos nós
discretizados da estrutura que conectam a mesma à extremidade superior das estacas. O sistema
é então submetido a cargas estáticas externas. O método de otimização topológica utilizado
é o de otimização estrutural evolucionária bidirecional (BESO), no qual elementos da malha
discretizada da estrutura são incluídos ou removidos com o objetivo de encontrar uma topologia
ótima. A função objetivo que se deseja maximizar nesse trabalho é a rigidez da estrutura. Os
resultados obtidos comparam as topologias encontradas utilizando suportes rígidos e conside-
rando a flexibilidade do solo e das estacas. Foi investigado também a influência da variação das
propriedades do solo na rigidez final da estrutura.
Palavras-chave: Otimização Topológica, BESO, Interação Solo-Estrutura
Abstract
This dissertation studies the behavior of a structural optimization scheme when applied in soil-
structure interaction problems. The main objective is to grasp the influence that a piled type
foundation may have on an optimal structure topology. The structure to be studied is discretized
using classical three-dimensional finite elements. The pile group response is obtained using the
impedance matrix method. The soil medium is layered, isotropic and viscoelastic, while the piles
are represented as elastic isotropic bodies with fully bonded contact with the soil in all their
interfaces. A coupling method involving direct kinematic compatibility and equilibrium in the
common nodes between the structure and the pile foundation is used. The system is considered
to be under arbitrary static external loads. The topology optimization procedure used in this
investigation is the bidirectional evolutionary structural optimization method (BESO), in which
elements of the mesh of the structure are included or removed in order to achieve a certain
optimal topology. The aim of the optimization is to maximize the stiffness of the structure. The
results compare the difference between the optimized layouts in the case in which the structure
has rigid supports as boundary condition, and the case in which the load of the structure is
transmitted to the soil through the piles. The influence of the variation of soil parameters on the
final stiffness of the structure is also investigated.
Keywords: Topology Optimization, BESO, Soil-Structure Interaction
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1 Introdução
1.1 Motivação
Uma das atividades mais fundamentais em engenharia é a busca da melhor performance
para um projeto, seja ele um novo componente, estrutura ou produto, respeitando condições
impostas quanto à durabilidade, processos de fabricação, economia de material e redução de
custos. Isso é ainda mais importante nos dias de hoje, onde a forte concorrência e a importância
da sustentabilidade levam à busca da diminuição de desperdícios em diversas fases do projeto.
Diversos métodos foram desenvolvidos ao passar dos anos de forma a encontrar a solução
ótima para diversos tipos de aplicações. O advento de computadores mais poderosos permitiu
também a criação de métodos computacionais que possibilitam ao engenheiro testar inúmeros
casos diferentes de aplicação desde o início de um projeto.
Para o caso específico de estruturas, temos uma grande área ativa de pesquisa e desen-
volvimento que se baseia em vários métodos conhecida como Otimização Topológica. Esses
métodos permitem a obtenção de um layout ótimo para uma estrutura conhecendo apenas os
carregamentos e restrições às quais essa estrutura está sujeita, sem a necessidade de uma forma
inicial definida. Isso permite uma grande flexibilidade durante o projeto e soluções inovadoras
para diversos casos. Porém, a maioria dos exemplos encontrados na literatura utiliza apoios
rígidos para modelar os suportes das estruturas que devem ser otimizadas. Na figura 1.1 temos
o exemplo de dois resultados de um procedimento de otimização topológica para uma viga
engastada sujeita à uma carga na sua extremidade livre, tanto para o caso 3d quanto para um caso
2d.
Figura 1.1: Exemplos de Otimização Topológica - Huang e Xie (2010)
Algumas estruturas são suportadas por diferentes tipos de fundação, como por exemplo
estacas instaladas no solo. Essas fundações possuem diferentes características de transferência
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de carga, o que influencia no comportamento da estrutura quando sujeita a diferentes tipos de
carregamento. Na figura 1.2 temos o exemplo de uma estrutura suportada por estacas, o gerador
de luz síncroton Sirius, localizado em Campinas. Devido às suas características de projeto, essa
estrutura é suportada por milhares de estacas.
Figura 1.2: Exemplo de uma estrutura suportada por um grupo de estacas. (Fonte:imagem
disponível em http://cnpem.br/portfolio-item/video-sirius/)
A questão que propomos estudar é como a presença da fundação pode alterar a solução
final em um problema de otimização topológica.
1.2 Objetivos e descrição do problema
Este trabalho propõe-se a estudar a influência do acoplamento de um grupo de estacas na
solução do problema de otimização topológica de uma estrutura. A estrutura tem forma inicial
arbitrária e é modelada através do método de elementos finitos. Esta estrutura é conectada a um
grupo de estacas, independentes entre si, executadas em uma camada de solo uniforme sobre um
leito de rocha rígida (figura 1.3).
As propriedades materiais e geométricas do solo são descritas nas tabelas 1 e 2.
Tabela 1.1: Propriedades materiais e dimensões das estacas
Nomenclatura Descrição
𝐸𝑝 Módulo de Elasticidade
𝜌𝑝 Massa específica
𝜈𝑝 Coeficiente de Poisson
𝐿 Comprimento
𝑑 Diâmetro
𝑠 Distância entre os centros de estacas adjacentes
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Tabela 1.2: Propriedades materiais e dimensões do solo
Nomenclatura Descrição
𝐸𝑠 Módulo de Elasticidade
𝜌𝑠 Massa específica
𝜈𝑠 Coeficiente de Poisson
𝐻 Profundidade
A otimização foi realizada com a rotina de otimização de estruturas evolucionária bidireci-
onal (sigla em inglês BESO) implementada no MATLAB. A rotina BESO, além da discretização
da estrutura e o acoplamento estaca-estrutura, são descritos com detalhes nas seções seguintes.
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
Hs
Estrutura
Solo
x
z
Estacas
L
Base Rígida
d
Figura 1.3: Exemplo do problema estudado
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2 Revisão Bibliográfica
2.1 Interação solo estrutura
Interação solo estrutura é o nome de uma grande área de estudos, que busca compreender
os fenômenos estáticos e dinâmicos que ocorrem no acoplamento entre o solo e uma estrutura.
Vários assuntos são investigados, como por exemplo a iteração entre camadas de solo devido a
ação de uma carga externa ou onda sísmica, a resposta a cargas estáticas e dinâmicas de uma placa
rígida na superfície do solo e a resposta de estacas dentro de um solo sujeitas a cargas externas
ou excitação sísmica. Esse último assunto é de maior interesse para o trabalho desenvolvido
nessa dissertação.
As primeiras tentativas para se modelar a resposta de grupos de estacas suportando placas
na superfície do solo se baseavam na ideia de Winkler (1867) de modelar o solo como sistemas
discretos de massa-mola-amortecedor. Essa modelagem falha em representar o solo como um
meio carregado e deformável, tendo também a necessidade de se determinar as propriedades
dinâmicas do solo para cada caso. Uma das soluções para esses problemas foi proposta por
Rajapakse e Shah (1987). Seu modelo de uma estaca elástica instalada no solo se baseava na
abordagem variacional utilizando-se coordenadas generalizadas e incorporava a propagação
de ondas transmitidas pelas estacas para a sua vizinhança (modelada como um semi-espaço
contínuo). Apesar da axissimetria das funções de Green utilizadas para modelar o solo no trabalho
de Rajapakse e Shah (1987), sua formulação foi estendida com sucesso para modelar grupos de
estacas tridimensionais (Labaki e Mesquita (2016)).
Outra estratégia para esse problema consiste em utilizar o método dos elementos finitos
e/ou o método de elementos de contorno em um modelo de solo e estaca discretizado para
modelar a resposta das fundações. Um trabalho notável nessa categoria foi o de Kaynia e Kausel
(1991) que descreveram um método abrangente para modelar a interação de um grupo de estacas
e o solo. Neste modelo as estacas podem ter parâmetros geométricos e de material arbitrários
e também podem ser distribuídas arbitrariamente no solo onde estão instaladas. O solo nesse
modelo pode ser descrito como uma camada finita suportada por um leito rígido ou como um
semi-espaço infinito. Tanto o solo como o grupo de estacas pode ser discretizado em um número
arbitrário de camadas elásticas, transversalmente isotrópicas e de espessura também arbitrária. O
grupo de estacas pode estar sujeito à carregamentos harmônicos verticais, horizontais, fletores e
de torção. Por fim, pode-se modelar o grupo com estacas independentes entre si ou conectadas
por uma placa rígida, esta sem contato com o solo.
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Para a solução da placa rígida em contato com o solo, os modelos inicialmente se basearam
no acoplamento entre a placa, discretizada pelo método de elementos finitos, e o solo, o qual
era modelado com o uso de funções de Green. O acoplamento entre os dois nesses trabalhos
é descrito através da compatibilidade cinemática e o equilíbrio das forças atuantes nos pontos
discretos da interface placa-solo. Modelos de placas elásticas em contato contínuo com o solo
foram representados por Rajapakse (1988) e mais recentemente estendidos por Labaki et al.
(2014). Nestes trabalhos, foi utilizada a abordagem variacional usada por Rajapakse e Shah (1987)
para modelar as estacas montadas no solo, mencionada anteriormente. Devido à axissimetria
das funções de Green utilizadas para o solo, esses modelos de placa estavam limitados à placas
circulares sob a ação de cargas verticais.
2.2 Otimização Topológica
Otimização estrutural é definida como a estratégia para se encontrar a estrutura com a
melhor performance sujeita à diversas condições de restrição e carga. Pode ser dividida em três
grandes áreas:
∘ Otimização paramétrica: Consiste em encontrar a melhor performance alterando variáveis,
como a espessura da seção transversal de uma viga, apresentada na figura 2.1. É o método
mais clássico de otimização estrutural.
Figura 2.1: Exemplo de otimização paramétrica
∘ Otimização de contorno: Consiste em encontrar a forma ótima de uma estrutura pré
determinada somente através da alteração do seu contorno. Um exemplo para otimização
de uma biela é apresentado na figura 2.2.
∘ Otimização topológica: Consiste em encontrar um layout do material para uma dada
estrutura através da modificação dos elementos que a constituem, respeitando algum
critério de restrição e o carregamento ao qual essa estrutura está sujeita. Não há necessidade
de estabelecer uma forma inicial para a estrutura para essa otimização.
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Figura 2.2: Exemplo de otimização de contorno Ding (1986)
A otimização topológica pode ainda ser dividida em dois tipos:
∘ Otimização topológica de estruturas discretas, onde a topologia final é encontrada alterando-
se a conexão e o tamanho de elementos discretos, como treliças e barras. Temos um
exemplo da otimização discreta utilizando barras na figura 2.3.
Figura 2.3: Exemplo de otimização topológica discreta Achtziger (1997)
∘ Otimização topológica de estruturas contínuas, onde a topologia final é encontrada
definindo-se a posição e tamanho de vazios em uma estrutura contínua.
Otimização topológica de estruturas contínuas é o nome dado à diversas estratégias nas
quais a forma final da estrutura (modelada como um meio contínuo) é encontrada através da
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determinação das melhores posições e geometrias possíveis para as cavidades dentro do domínio
do projeto.
Após o trabalho fundamental de Bendsøe e Kikuchi (1988), onde foi proposta uma me-
todologia para se encontrar a topologia final de uma estrutura através da inserção e variação
de pequenos vazios no domínio inicial de projeto, uma série de métodos para a otimização
topológica de estruturas contínuas vem sendo pesquisadas extensivamente. Deaton e Grandhi
(2014) atestam até mesmo que otimização topológica é a área de pesquisa mais ativa nas últimas
duas décadas nas áreas de otimização multidisciplinar e estrutural. Segundo eles isso se deve à
consolidação e contínuo desenvolvimento dos métodos clássicos de otimização topológica, além
da criação de novos métodos.
Os algoritmos de otimização topológica podem ser classificados em dois grandes grupos.
O primeiro grupo baseia-se no gradiente da função objetivo para encontrar a topologia ótima
para uma dada estrutura. O segundo grupo, denominado evolucionário, utiliza-se somente de
processos aleatórios para encontrar o mínimo global de uma função objetivo, como por exemplo
algoritmos genéticos, colônia de formigas, entre outros (Sigmund, 2011). O método utilizado
nesse trabalho faz parte do primeiro grupo.
Sigmund e Maute (2013) sugerem a divisão dos métodos baseados em gradiente em várias
categorias, entre elas: densidade ou método SIMP (Bendsøe, 1989; Zhou e Rozvany, 1991), level
set (Allaire et al., 2002; Wang et al., 2003), derivadas topológicas (Jackowska-Strumillo et al.,
1999), métodos evolucionários (Xie e Steven, 1993; Huang e Xie, 2007). A figura 2.4 apresenta
o resultado final de uma otimização do método simp de uma viga engastada livre em um plano.
A figura 2.5 apresenta o resultado da otimização do tipo level set para o problema clássico
conhecido como ’two bars’. Na figura 2.6 temos o exemplo de uma otimização utilizando o
método ESO em uma viga bi-apoiada com carga concentrada no meio. Somente metade do
domínio é apresentado nessa última figura.
A maioria dos métodos se baseiam no resultado de uma análise pelo método de elementos
finitos do domínio de projeto, discretizado em uma malha fina de elementos. A partir desse
resultado, o problema de otimização topológica consiste em encontrar onde deverá haver a
presença de material (elemento sólido na malha) ou não (elemento vazio na malha).
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Figura 2.4: Exemplo de otimização utilizando método SIMP (Bendsøe, 1989)
Figura 2.5: Exemplo de otimização utilizando método level-set (Wang et al., 2003)
Figura 2.6: Exemplo de otimização utilizando método ESO (Huang e Xie, 2010)
Entre os primeiros métodos evolucionários está o método de Otimização Estrutural Evolu-
cionária (em inglês Evolutionary Structural Optimization ou ESO) proposto por Xie e Steven
(1993). Neste procedimento a otimização é realizada através da evolução da forma inicial da
estrutura para a solução otimizada. Isso é feito através da retirada de uma certa quantidade
de elementos (definido inicialmente pela razão de rejeição 𝑅𝑅). A cada vez que uma solução
estável é atingida, essa quantidade é atualizada por uma razão evolucionária 𝐸𝑅. Esse processo
se repete até que a condição de restrição desejada seja atingida.
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Um método derivado do método ESO foi o método ESO bidirecional (BESO), que consiste
na adição e retirada simultânea de elemento para a geração da forma otimizada de uma estrutura.
Esse método foi desenvolvido inicialmente por Yang et al. (1999) para problemas de otimização
com o objetivo de encontrar a máxima rigidez para uma dada estrutura. Nos primeiros trabalhos
envolvendo este método, a adição e remoção dos elementos era realizada utilizando-se dois
parâmetros de razão separados: RR, razão de retirada e IR, razão de inclusão. Os elementos eram
então ranqueados duas vezes de modo a determinar quantos seriam retirados e quantos seriam
adicionados. Isso comprometia a performance computacional do método e o tornava dependente
de uma escolha apropriada dos parâmetros de razão para a convergência de uma solução.
Uma versão atualizada desse método é descrita no livro Huang e Xie (2010) e fornece
a solução para vários problemas encontrados na otimização de estruturas contínuas, como a
dependência do tamanho de malha, a formação de vazios no contínuo (padrão idêntico a um
tabuleiro de xadrez ou, em inglês, ’checkerboard pattern’) e estratégias para convergência da
função objetivo. Esse método atualizado foi o escolhido para utilização no trabalho e será descrito
com mais detalhes na próxima seção.
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3 Formulação Matemática
Nesse capítulo serão descritas em detalhe as formulações matemáticas utilizadas para
a modelagem das estacas, da estrutura, do acoplamento entre ambas e o método BESO de
otimização topológica.
3.1 Modelagem das estacas
A formulação usada para modelagem do grupo de estacas foi desenvolvida por Kaynia
e Kausel (1991). Este modelo permite o estudo da resposta dinâmica de um grupo de estacas,
conectadas ou não, quando submetidas a cargas externas ou cargas sísmicas. Esse modelo
foi objeto de estudos em nosso grupo de pesquisa, sendo um modelo consolidado e com alta
confiabilidade para o estudo das características desse tipo de fundação. O principal motivo pela
escolha dessa formulação para uso nesse trabalho foi a alta customização que nos é permitida.
Características como as propriedades materiais do solo, propriedades mecânicas da estaca,
número de estacas e disposição espacial são facilmente implementadas e permitem o estudo de
diversos tipos de problema. Ainda que muitas potencialidades desse método não tenham sido
exploradas nesse presente trabalho, o uso do mesmo permitirá a investigação de outros problemas
complementares ao que propomos investigar nesse trabalho.
A figura 3.1 representa um esquema básico de uma fundação modelada por esse método.
O solo é modelado como um meio viscoelástico, dividido em camadas e apoiado por um semi-
espaço ou um leito de rocha rígido. A interface solo-estaca é discretizada em 𝑙 segmentos
arbitrários mais 1 (um) elemento circular na extremidade inferior da estaca. As forças externas
atuando no grupo de estacas são harmônicas e podem ser verticais, horizontais, momentos
fletores ou momentos torsores. É possível simular também a propagação de uma onda sísmica
vertical de cisalhamento.
As cargas e os deslocamentos da extremidade superior das 𝑁 estacas do grupo modelado
estão relacionados através da equação:
Pe = Ke.ue, (3.1)
onde Pe é o vetor de forças e momentos e ue é o vetor de deslocamentos e rotações na ex-
tremidade superior da estaca. A matriz de rigidez do grupo de estacas Ke pode ser escrita
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Figura 3.1: Exemplo de um grupo de estacas em um solo estratificado e forças externas.
como:
Ke = Kp +Ψ
T(Fs + Fp)Ψ. (3.2)
Cada termo desta equação é definido por Kaynia e Kausel (1991) da seguinte forma:
∘ Ψ é uma matriz de forma, de tamanho (3(𝑙+ 1)x10), que define os deslocamentos de cada
nó (situado no centro de cada segmento) para uma estaca com as extremidades fixas.
∘ Fp é a matriz de flexibilidade da estaca associada aos nós 1 até (𝑙 + 1), com a condição de
contorno das extremidades fixas.
∘ Kp é a matriz de rigidez dinâmica da estaca, relacionando as cargas das extremidades com
os respectivos deslocamentos nas mesmas.
∘ Fs é a matriz de flexibilidade do solo, definida por Kaynia e Kausel (1991) como a matriz
relacionando cargas divididas de forma constante com a média dos deslocamentos nos
segmentos da estaca. Ela é montada usando as funções de Green desenvolvidas com o
método proposto por Apsel (1979) usando a estratégia da rigidez da camada (Kausel
e Roësset (1981)). Kaynia e Kausel (1991) argumentam que o método com a melhor
aproximação para determinar Fs é calculando a flexibilidade do solo, sem as cavidades
onde as estacas estão inseridas, porém modelando esses espaços que seriam ocupados
pelas estacas com módulo de elasticidade e densidades iguais aos da estaca subtraídos do
valor do solo para essas grandezas. Essa matriz é a mais cara computacionalmente para se
determinar devido à natureza da integração que deve ser resolvida, o que dificulta o uso de
alguns métodos tradicionais de integração numérica, conforme descrito em Vasconcelos
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(2019) e alvo de trabalhos recentes no nosso grupo de estudos que compararam diferentes
tipos de estratégias para a integração numérica (Geraldo, 2019; Cavalcante e Labaki, 2019)
com o objetivo de diminuir o custo computacional para casos com grande número de
estacas.
∘ Por fim temos Ke, definida como a matriz de rigidez resultante do grupo de estacas. Essa
matriz tem dimensão (10𝑁 x 10𝑁), onde N é o número de estacas do grupo de estacas e
relaciona os esforços em cada extremidade de uma estaca com seu respectivo deslocamento.
Essa matriz será utilizada neste trabalho e acoplada à matriz de rigidez de estrutura para o
estudo da otimização topológica com a presença de um grupo de estacas.
Para o cálculo da matriz Ke foram utilizados os resultados do deslocamento do grupo de
estacas modelado no problema, utilizando-se a implementação PILES do método de Kaynia e
Kausel (1991) escrito em FORTRAN. A montagem da matriz de rigidez do grupo de estacas e o
acoplamento subsequente com a matriz de rigidez da estrutura foi então desenvolvido com uma
rotina no MATLAB. Como este trabalho considera a otimização topológica de estruturas sob
carregamentos estáticos, nesta implementação foi utilizado somente um caso particular desta
solução, em que a frequência de excitação é zero.
3.2 Modelagem da estrutura
A estrutura que será acoplada ao grupo de estacas é modelada usando o método de
elementos finitos clássico. A estrutura é dividida utilizando-se elementos hexaédricos de 8 nós,
com densidade 𝜌 e definidos pelos sistemas de coordenadas cartesianos (𝑥𝑖,𝑦𝑖,𝑧𝑖) no domínio
físico e (𝜉𝑖,𝜂𝑖,𝜁𝑖) no domínio natural (figura 3.2). Nessa formulação, cada nó tem 3 graus de
liberdade e sua matriz de rigidez é definida por:
ke =
∫︁
𝑉𝑒
BTDB𝑑𝑉 =
∫︁ 1
−1
∫︁ 1
−1
∫︁ 1
−1
BTDB𝑑𝑒𝑡(𝐽)𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁 e (3.3)
onde 𝑉𝑒 é o volume de cada elemento, 𝐷 é a matriz constitutiva, 𝐵 é a matriz de derivadas das
funções de forma do elemento, e 𝐽 é a matriz Jacobiano que relaciona os domínios físico e
natural.
A solução nodal para a estrutura é dada por:
Pst = Kstust. (3.4)
28
onde ust é o vetor de deslocamento nodal e Pst é o vetor de forças nodais, com o subscrito st
referindo-se à estrutura. Uma dedução detalhada das grandezas utilizadas pode ser encontrada
em Cook et al. (2002) e na maioria dos livros de elementos finitos.
Figura 3.2: Domínio físico e natural da estrutura modelada em elementos finitos
3.3 Esquema de acoplamento estaca-estrutura
O acoplamento entre a estrutura e a estaca descritas nos itens anteriores é obtida estabele-
cendo compatibilidade cinemática e equilíbrio entre os nós onde a malha da estrutura se conecta
com as extremidades superiores do grupo de estacas. Para garantir esse acoplamento, a malha
gerada para discretizar a estrutura deve ser gerada de forma que exista um nó que corresponda
à posição de cada extremidade superior das estacas do grupo modelado. Um exemplo desse
acoplamento é dado na figura 3.3 onde os nós 𝑖, 𝑗 e 𝑘 da estrutura correspondem à localização
das extremidades 1, 2 e 3.
A relação entre os deslocamentos nodais e forças em uma estrutura com estacas pode ser
estabelecida combinando a condição que o deslocamento da extremidade superior da estaca é
igual ao deslocamento do nó correspondente da estrutura (𝑢𝑛𝑠𝑡 = 𝑢
𝑗
𝑒) e que as forças na interface
estão em equilíbrio (𝑃𝑠𝑡 = 𝑃𝑒). Satisfeitas essas condições temos:
f = Ku, (3.5)
em que
f =
[︁
𝑓 1𝑥 𝑓
1
𝑦 𝑓
1
𝑧 𝑓
2
𝑥 𝑓
2
𝑦 𝑓
2
𝑧 · · · 𝑓𝑁𝑥 𝑓𝑁𝑦 𝑓𝑁𝑧
]︁𝑇
e (3.6)
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Figura 3.3: Exemplo de acoplamento
u =
[︁
𝑢1𝑥 𝑢
1
𝑦 𝑢
1
𝑧 𝑢
2
𝑥 𝑢
2
𝑦 𝑢
2
𝑧 · · · 𝑢𝑁𝑥 𝑢𝑁𝑦 𝑢𝑁𝑧
]︁𝑇
, (3.7)
onde 𝑓 𝑖𝑛 e 𝑢
𝑖
𝑛 são respectivamente as forças e os deslocamentos do nó 𝑛 da estrutura com estacas
na direção 𝑖 e a matriz 𝐾 é definida por:
K =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑘1,1𝑠𝑡 · · · 𝑘1,𝑛𝑠𝑡 · · · 𝑘1,𝑚𝑠𝑡 · · · 𝑘1,𝑁𝑠𝑡
... . . .
...
...
...
𝑘𝑛,1𝑠𝑡 · · · 𝑘𝑛,𝑛𝑠𝑡 + 𝑘𝑖,𝑖𝑒 · · · 𝑘𝑛,𝑚𝑠𝑡 + 𝑘𝑖,𝑗𝑒 · · · 𝑘𝑛,𝑁𝑠𝑡
...
... . . .
...
...
𝑘𝑚,1𝑠𝑡 · · · 𝑘𝑚,𝑛𝑠𝑡 + 𝑘𝑗,𝑖𝑒 · · · 𝑘𝑚,𝑚𝑠𝑡 + 𝑘𝑗,𝑗𝑒 · · · 𝑘𝑚,𝑁𝑠𝑡
...
...
... . . .
...
𝑘𝑁,1𝑠𝑡 · · · 𝑘𝑁,𝑛𝑠𝑡 · · · 𝑘𝑁,𝑚𝑠𝑡 · · · 𝑘𝑁,𝑁𝑠𝑡
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (3.8)
na qual 𝑘 são matrizes de 3x3 elementos contendo os termos de rigidez nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧 e
os super índices 𝑛 e 𝑚 se referem aos nós da estrutura conectados às extremidades superiores
das estacas 𝑖 e 𝑗, respectivamente. Por exemplo, 𝑘𝑖,𝑗𝑒 é uma matriz de rigidez 3x3 que relaciona
o deslocamento da extremidade superior da estaca 𝑗 (𝑢𝑗𝑒𝑥, 𝑢
𝑗
𝑒𝑦 e 𝑢
𝑗
𝑒𝑧) devido a forças aplicadas
na extremidade da estaca 𝑖 (𝑃 𝑖𝑝𝑥, 𝑃
𝑖
𝑝𝑦 e 𝑃
𝑖
𝑝𝑧). Essa relação é dada pela equação (3.1). De forma
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semelhante, a matriz 𝑘𝑛,𝑚𝑠𝑡 é uma matriz de rigidez 3x3 que relaciona o deslocamento do nó 𝑚
da estrutura (𝑢𝑚𝑠𝑡𝑥, 𝑢
𝑚
𝑠𝑡𝑦 e 𝑢
𝑚
𝑠𝑡𝑧) devido a forças aplicadas no nó 𝑛 da estrutura (𝑃
𝑛
𝑠𝑡𝑥, 𝑃
𝑛
𝑠𝑡𝑦 e 𝑃
𝑛
𝑠𝑡𝑧).
Essa relação é dada pela equação (3.4). Nesse exemplo, o nó da estaca 𝑖 está conectado ao nó 𝑛
da estrutura e o nó da estaca 𝑗 está conectado ao nó 𝑚 da estrutura.
É importante destacar que a matriz de rigidez das estacas tem orientação do eixo de
coordenadas z em sentido oposto ao eixo z da estrutura. Para realizar o acoplamento foi necessária
a inversão desse eixo de coordenadas utilizando-se uma matriz de transformação de coordenadas
T, definida como:
T =
⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.9)
e a transformação é realizada através da seguinte equação:
ke = T
𝑇keT. (3.10)
3.4 Método BESO
3.4.1 Descrição
Entre os métodos atuais de otimização topológica, o método BESO pode ser destacado
como um dos mais abrangentes, tendo diversos exemplos na literatura para diferentes casos de
restrição e objetivos de otimização. Dois pontos fortes principais ajudam a explicar a grande
utilização desse método: a facilidade da implementação da rotina BESO no pós-processamento de
resultados obtidos por um software de análise de elementos finitos, seja esse software comercial
ou não; a ausência de zonas "cinzas", com propriedades mecânicas e materiais diferentes do
material base, as quais dificultam a fabricação das topologias obtidas em outros métodos e a
aplicação de cargas dependentes do domínio (como vento ou peso próprio de uma estrutura).
Essas vantagens são ideais para o presente estudo, visto que a estrutura suportada por estacas é
representada por uma matriz de elementos finitos e as cargas que esses estruturas estão sujeitas
são normalmente dependentes da sua forma.
Foi escolhido uma versão do procedimento BESO atualizado apresentado por Huang e
Xie (2010). O método consiste em permitir que o material seja removido e adicionado simulta-
neamente durante o processo de otimização e possui características que mitigam os problemas
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geralmente encontrados nos processos de otimização topológica evolucionária, citadas na revisão
bibliográfica e explicadas com mais detalhes nessa seção. Também serão apresentadas todas as
grandezas necessárias para a otimização da estrutura.
3.4.2 Definição do problema
Um dos objetivos possíveis dos métodos de otimização topológica é buscar a mais rígida
configuração de uma dada estrutura para um volume prescrito anteriormente. Esse problema
é solucionado pelo método BESO através da retirada e adição de elementos da estrutura, não
alterando no processo seus parâmetros físicos ou de material. O problema de otimização com
uma restrição de volume pode ser escrito então como:
Minimizar C =
1
2
fTu (3.11)
Sujeito a: 𝑉 * =
𝑀∑︁
𝑖=1
𝑉𝑒𝑥𝑖, (3.12)
𝑥𝑖 = 0 ou 1, (3.13)
onde f e u são respectivamente os vetores de força e de deslocamento nodais da malha de
elementos finitos da estrutura e 𝐶 é a compliance média. 𝑉𝑒 é o volume de um elemento
individual e 𝑉 * é o volume total desejado para a estrutura. 𝑀 é o número total de elementos
discretizados da estrutura. A variável de projeto 𝑥𝑖 pode assumir o valor de 0 ou 1, indicando
respectivamente ausência ou presença de um dado elemento.
3.4.3 Número de sensibilidade
O parâmetro que determina a adição ou remoção dos elementos é chamado de sensibilidade
do elemento. Para o problema proposto de maximizar a rigidez total da estrutura, Huang e Xie
(2010) definem que devemos minimizar a Compliance média da estrutura para obter a máxima
rigidez para uma dada restrição de volume. A Compliance média é definida como a quantidade
total de energia de deformação da estrutura, ou o trabalho total realizado devido às cargas
aplicadas. Podemos encontrar o valor da Compliance através da seguinte equação:
𝐶 =
1
2
fTu, (3.14)
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O equilíbrio estático de uma estrutura analisada utilizando elementos finitos é definido pela
seguinte equação:
f = Ku, (3.15)
onde K é a matriz de rigidez global da estrutura.
Quando um elemento 𝑖 da estrutura é retirado, a variação da rigidez ∆K pode ser expressa
pela seguinte equação:
∆K = K* −K = −Ki, (3.16)
onde K* é a matriz de rigidez da estrutura resultante da retirada do elemento 𝑖 e Ki é a matriz de
rigidez deste elemento.
A variação do vetor deslocamento ∆u pode ser definida através da variação dos dois lados
da equação (3.15), ignorando-se os termos de alta ordem e assumindo-se que a variação do
elemento 𝑖 não altera o vetor de cargas aplicadas na estrutura. Temos então que:
∆Ku+K∆u = 0 (3.17)
∆u = −K−1∆Ku (3.18)
A variação da compliance ∆𝐶 é definida através da variação da equação (3.14):
∆𝐶 =
1
2
fT∆u (3.19)
Substituindo as equações (3.16) e (3.18) na equação (3.19), temos que a variação da compliance
pode ser escrita como:
∆𝐶 =
1
2
fT∆u = −1
2
fTK−1∆Ku =
1
2
uTi Kiui, (3.20)
onde ui é o vetor de deslocamentos do elemento.
O valor da sensibilidade do i-ésimo elemento 𝛼𝑒𝑖 é determinado então através da seguinte
equação:
𝛼𝑒𝑖 = ∆𝐶 =
1
2
uTi Kiui, (3.21)
Essa equação é válida para o caso estudado nesse trabalho, onde todos os elementos possuem
o mesmo volume. Podemos verificar então através dessa dedução que, para aumentar a rigidez
através da retirada de elementos, devemos retirar os elementos de menor valor de 𝛼𝑒𝑖 , para que o
aumento de 𝐶 seja mínimo.
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3.4.4 Filtro numérico
As sensibilidades encontradas em cada processo iterativo serão submetidas a uma rotina
de filtro numérico. Essa rotina foi implementada por Huang e Xie (2007) de forma a minimizar
a dependência do refinamento da malha e a diminuir o efeito de descontinuidade na topologia
final (efeito "Checkerboard"). O filtro proposto pro Huang e Xie (2007) se baseia em encontrar a
sensibilidade nodal. Essa grandeza não tem significado físico e seu valor para o j-ésimo nó é
determinado através da seguinte expressão:
𝛼𝑛𝑗 =
𝑀∑︁
𝑖=1
𝑤𝑖𝛼
𝑒
𝑖 , (3.22)
onde 𝑀 é igual ao número de elementos conectados ao j-ésimo nó, 𝑤𝑖 é o fator de peso para o
i-ésimo elemento e a somatória
∑︀𝑀
𝑖=1𝑤𝑖 = 1. O valor do fator 𝑤𝑖 é dado por:
𝑤𝑖 =
1
𝑀 − 1(1−
𝑟𝑖𝑗∑︀𝑀
𝑖=1 𝑟𝑖𝑗
) (3.23)
onde 𝑟𝑖𝑗 é a distância entre o centroide do i-ésimo elemento e o j-ésimo nó da malha da estrutura.
Desta relação é possível observar que, quanto mais próximo o nó está de um elemento, maior a
influência da sensibilidade deste elemento na sensibilidade nodal.
A sensibilidade nodal encontrada é então projetada novamente para os elementos, através
do parâmetro 𝑟𝑚𝑖𝑛. Esse parâmetro determina os nós que influenciam a nova sensibilidade de
um determinado elemento. O esquema básico é mostrado na figura 3.4, onde o parâmetro 𝑟𝑚𝑖𝑛
determina um domínio 𝐴 e todos os nós contidos nesse domínio influenciam a sensibilidade do
elemento 𝑖. A nova sensibilidade do i-ésimo elemento é dada por:
𝛼𝑖 =
∑︀𝐾
𝑗=1𝑤(𝑟𝑖𝑗)𝛼
𝑛
𝑗∑︀𝐾
𝑗=1𝑤(𝑟𝑖𝑗)
(3.24)
onde 𝐾 é o número total de nós no domínio 𝐴 e 𝑤(𝑟𝑖𝑗) é o fator de peso linear, definido pela
expressão:
𝑤(𝑟𝑖𝑗) = 𝑟𝑚𝑖𝑛 − 𝑟𝑖𝑗 (𝑗 = 1,2,...,𝐾). (3.25)
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min
      *
A
Figura 3.4: Domínio A envolvendo elementos a partir dos quais o filtro numérico é aplicado.
3.4.5 Estabilidade do processo evolucionário
Uma técnica clássica na literatura de otimização topológica para garantir a estabilidade do
processo evolucionário é através de uma rotina de média histórica dos valores de sensibilidade
encontrados durante as iterações do algoritmo. Essa rotina foi proposta por Huang e Xie (2007)
de forma a diminuir as oscilações no valor da compliance durante a otimização. A seguinte
expressão é utilizada para realizar a média do valor da sensibilidade na iteração 𝑘:
𝛼𝑖 =
𝛼𝑘𝑖 + 𝛼
𝑘−1
𝑖
2
(3.26)
onde 𝛼𝑘𝑖 é o vetor de sensibilidades de todos os elementos da iteração 𝑘 e 𝛼
𝑘−1
𝑖 é o vetor das
sensibilidades da iteração imediatamente anterior. Ao se fazer a média entre os dois valores
obtemos o novo vetor 𝛼𝑖, que será usado no esquema de adição e remoção de elementos. Esse
novo vetor passa a conter a informação de todas as iterações anteriores, o que auxilia no controle
de oscilações no processo de otimização.
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3.4.6 Critério de adição e retirada de elementos
O primeiro passo para realizar o processo BESO é a determinação do volume a ser
alcançado na próxima iteração 𝑉𝑘+1, que é determinado pela expressão:
𝑉𝑘+1 = 𝑉𝑘(1± 𝐸𝑅) (𝑘 = 1,2,3,...), (3.27)
onde 𝐸𝑅 é a razão de volume evolucionária. Quando o volume 𝑉𝑘+1 for igual à restrição do
volume prescrito 𝑉 *, seu valor será constante e igual a este.
Nessa etapa, a definição de quais elementos serão retirados ou adicionados é determinada
pelo parâmetro 𝛼𝑡ℎ. Esse parâmetro é determinado de acordo com o volume desejado 𝑉𝑘+1. Por
exemplo, com um volume inicial de 100 elementos e um volume desejado de 75 elementos,
𝛼𝑡ℎ = 𝛼75.
O elemento será retirado se sua sensibilidade for menor ou igual a 𝛼𝑡ℎ e adicionado se sua
sensibilidade for maior que 𝛼𝑡ℎ .
Nessa etapa é realizado um controle da quantidade de elementos adicionados. Isso é feito
de forma a garantir que a estrutura não perca sua integridade, especialmente em problemas onde
uma topologia inicial é escolhida. O parâmetro 𝐴𝑅𝑚𝑎𝑥 é responsável pelo controle e ele ocorre
da seguinte forma:
∘ Calcula-se uma razão de adição da iteração atual AR, dividindo-se o número de elementos
a serem adicionados de acordo com 𝛼𝑡ℎ pelo número de elementos totais. Se esse 𝐴𝑅 ≤
𝐴𝑅𝑚𝑎𝑥, o número elementos a serem adicionados e retirados não se altera.
∘ Caso 𝐴𝑅 > 𝐴𝑅𝑚𝑎𝑥, o número de elementos a serem adicionados será o resultado da mul-
tiplicação de 𝐴𝑅𝑚𝑎𝑥 pelo número total de elementos. O número de elementos removidos
será então igual à seguinte expressão (𝑉𝑘 − 𝑉𝑘+1+elementos adicionados).
3.4.7 Critério de convergência
O critério de parada sugerido por Huang e Xie (2010) foi utilizado nesse trabalho. A
convergência é definida quando o valor do erro entre a compliance encontrada nas 5 últimas
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iterações é menor ou igual a um erro mínimo 𝜏 . O erro é definido pela seguinte equação:
𝑒𝑟𝑟𝑜 =
|∑︀5𝑖=1𝐶𝑘−𝑖+1 −∑︀5𝑖=1𝐶𝑘−4−𝑖|∑︀5
𝑖=1𝐶𝑘−𝑖+1
. (3.28)
3.4.8 Estrutura sujeita ao próprio peso como carregamento
O estudo de estruturas sujeitas ao próprio peso é de extrema importância para diversos
campos de engenharia, em especial para o projeto de edifícios. Contudo, a implementação
de um carregamento dependente da malha gera dificuldades para um problema utilizando o
método BESO, como a ação não monotônica que o carregamento tem no cálculo da sensibilidade,
conforme descrito em Huang e Xie (2011).
Para evitar esta dificuldade no caso de estruturas sujeitas ao peso próprio, usa-se como
critério para remoção ou adição de elementos somente o valor de sensibilidade descrito na
equação (3.14). O vetor de carregamento f para esse tipo de problema é calculado com a
somatória dos pesos de cada elemento da malha, distribuídos nos respectivos nós.
A expressão do vetor de carregamento para o i-ésimo elemento hexaédrico, utilizado neste
trabalho, é dada pela seguinte equação:
fi = 𝑉𝑖𝜌𝑖𝑔
ß
0 0
1
8
0 0
1
8
0 0
1
8
0 0
1
8
0 0
1
8
0 0
1
8
0 0
1
8
0 0
1
8
™𝑇
(3.29)
onde 𝑔 é a aceleração da gravidade e 𝜌𝑖 é a densidade do elemento i. Essa densidade é igual à
densidade da estrutura se o elemento for cheio ou é zero se o elemento for vazio.
3.4.9 Algoritmo do método BESO
O algoritmo de otimização topológica usado neste trabalho, incluindo as estratégias de filtro
numérico, sensibilidade, estabilidade e convergência descritas nesta seção, pode ser organizado
da seguinte forma:
1. Discretização do domínio de projeto e atribuição de propriedades iniciais 0 ou 1 dos
elementos para montagem da forma inicial da estrutura, conforme a equação (3.11).
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2. Realizar análise de elementos finitos conforme a equação (3.13) e calcular o número de
sensibilidade elemental usando as equações (3.19) e (3.22).
3. Realizar a média do número da sensibilidade com seu histórico, conforme equação (3.24)
e salvar a sensibilidade resultante para a próxima iteração.
4. Determinar o volume desejado para a próxima iteração, conforme a equação(3.25).
5. Adicionar e retirar elementos de acordo com o novo volume e o valor da sensibilidade de
cada elemento em relação ao valor de 𝛼𝑡ℎ.
6. Repetir os passos 2 a 5 até que o volume desejado seja alcançado e o critério de conver-
gência, dado pela equação (3.26), seja atingido.
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4 Resultados Numéricos
Esse capítulo está dividido em 5 seções. Nas primeiras duas seções a estrutura, carrega-
mento e variáveis utilizadas no problema são descritas em detalhes. A terceira seção mostra a
variação da compliance e topologia final entre uma estrutura engastada e uma acoplada a um
grupo de estacas. A quarta seção mostra a variação das curvas de otimização da compliance com
a mudança de parâmetros do solo. A quinta seção é uma discussão dos resultados obtidos.
4.1 Definição da estrutura
O método apresentado nas seções anteriores foi utilizado para estudar a otimização to-
pológica de em uma estrutura prismática apoiada em um grupo de quatro estacas 2x2 (figura
4.1). A carga a qual a estrutura está sujeita está uniformemente distribuída em uma pequena
área na superfície superior da estrutura (figura 4.2). A carga é estática e foi aplicada na direção
horizontal (em y) e na direção vertical (em z).
y
z
x
Solo
Lz
Lx
Ly
Figura 4.1: Estrutura modelada
Ly
Lx
x
y
z
b
a
Figura 4.2: Aplicação da carga
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4.2 Variáveis utilizadas na simulação
O solo é modelado como uma camada homogênea de profundidade 𝐻/𝑑 = 75, e amorteci-
mento 𝛽𝑠 = 0.05 (figura 1.3). As estacas tem as seguintes propriedades materiais e geométricas:
𝐸𝑝/𝐸𝑠 = 1, 𝜌𝑝/𝜌𝑠 = 1, 𝜈𝑝/𝜈𝑠 = 1, 𝐿/𝑑 = 37.5, 𝑠/𝑑 = 5 e 𝑑/𝑎 = 1. A estrutura é modelada
com 𝑏/𝑎 = 1, 𝐿𝑥/𝑎 = 𝐿𝑦/𝑎 = 5, 𝐿𝑧/𝑎 = 20, 𝐸𝑠𝑡/𝐸𝑠 = 1, 𝜌𝑠𝑡/𝜌𝑠 = 1 e 𝜈𝑠𝑡/𝜈𝑠 = 1.
Os parâmetros usados no algoritmo de otimização BESO são listados na tabela abaixo:
Tabela 4.1: Variáveis para a rotina BESO.
Variável Valor
𝐸𝑅 0.01
𝐴𝑅 0.5
𝑟𝑚𝑖𝑛 1.5*a
𝜏 0.0001
𝑉 * 0.3
Figura 4.3: Estrutura discretizada
A malha de elementos finitos da estrutura foi dividida em 31250 elementos iguais, sendo
25 divisões nas direções x e y e 50 divisões na direção z.
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4.3 Comparação engastado-estaca
4.3.1 Caso horizontal
A figura 4.4 mostra a variação da compliance e do volume da estrutura durante as iterações
da rotina BESO para o caso no qual a estrutura está suportada por engastes e a carga é aplicada
na direção y. Ou seja, todo deslocamento é restrito nos 4 cantos inferiores da estrutura, para
todas as direções. A topologia otimizada encontrada para esse caso é mostrada na figura 4.5.
Os resultados encontrados para o caso análogo, onde os suportes são substituídos pelas
estacas estão nas figuras 4.6 e 4.7. A compliance normalizada C* nesses resultados é dada
pela expressão 𝐶* = 𝐶𝑖/𝐶1, onde 𝐶𝑖 é a compliance da estrutura na i-ésima iteração e 𝐶1 a
compliance da estrutura na primeira iteração.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Iteração
1
1.05
1.1
1.15
1.2
1.25
1.3
Co
m
pl
ia
nc
e 
C*
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
Vo
lu
m
e
Compliance
Volume
Figura 4.4: Compliance Média x Volume, Estrutura com engastes
Nas figuras 4.4 e 4.6 é possível observar que o volume da estrutura é reduzido linearmente
durante as iterações do processo de otimização, até o limite prescrito 𝑉 *. Ao atingir esse limite,
o volume permanece constante até a última iteração. O valor da compliance aumenta de forma
gradual nos dois gráficos, com a presença de poucos picos e oscilações até atingir um patamar de
valor onde irá satisfazer o critério de convergência. Nesse patamar são observados alguns picos e
oscilações pequenas no valor da compliance, que ocorrem até o final do processo de otimização.
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Figura 4.5: Topologia final, estrutura com engastes
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Figura 4.6: Compliance Média x Volume, Estrutura com estacas
Na figura 4.5 é possível observar que a solução resultou em uma estrutura com a presença
de quatro colunas acima dos apoios rígidos nos cantos inferiores, conectadas a duas placas
finas nas direções transversais ao carregamento (nas faces y=0 e y=5 respectivamente). Essas
placas são conectadas entre si por colunas diagonais. Essas colunas podem explicar as oscilações
encontradas durante a convergência da compliance, visto que a quebra ou retirada de uma dessas
colunas provoca um aumento na compliance média da estrutura. Na parte superior da estrutura
restaram somente os elementos onde o carregamento é aplicado.
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Figura 4.7: Topologia final, estrutura com estacas
Já a figura 4.7 apresenta uma solução muito semelhante à da figura 4.5, com a principal
diferença entre as duas sendo a criação de duas barras conectando os cantos inferiores onde há o
acoplamento com o grupo de estacas.
4.3.2 Caso vertical
A figura 4.8 mostra a variação da compliance e do volume da estrutura durante as iterações
da rotina BESO, para o caso no qual a estrutura está suportada por engastes. Nesse caso a
carga está aplicada na direção z. A topologia otimizada encontrada é mostrada na figura 4.9.
Os resultados correspondentes para o caso no qual os suportes são substituídos pelo grupo de
estacas estão nas figuras 4.10 e 4.11.
Nas figuras 4.8 e 4.10 é possível observar que o volume da estrutura é reduzido linearmente
durante as iterações do processo de otimização, até o limite prescrito 𝑉 *. Ao atingir esse limite,
o volume permanece constante até a última iteração. O valor da compliance aumenta de forma
gradual nos dois gráficos, sem a presença de oscilações ou picos observados no caso horizontal,
até atingir o patamar de valor onde é satisfeito o critério de convergência.
Na figura 4.9 é possível observar que a solução resultou em uma estrutura com a presença
de quatro colunas acima dos apoios rígidos nos cantos inferiores, conectadas por estruturas
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Figura 4.8: Compliance Média x Volume, Estrutura com engastes
Figura 4.9: Topologia final, estrutura com engastes
semelhantes a arcos. No meio desses arcos se apoiam colunas que se unem em um bloco na parte
superior. Esse bloco tem seção transversal igual ao número de elementos onde é distribuída a
carga.
Já a figura 4.11 apresenta uma solução muito semelhante a figura 4.9, com a principal
diferença entre as duas sendo a criação de quatro barras conectando os cantos inferiores onde há
o acoplamento com o grupo de estacas. Há também uma diminuição na altura do bloco onde as
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Figura 4.10: Compliance Média x Volume, Estrutura com estacas
Figura 4.11: Topologia final, estrutura com estacas
colunas se encontram na parte superior.
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4.3.3 Otimização utilizando o peso próprio
Os resultados dessa seção foram obtidos alterando-se a condição de carga, com a remoção
da carga estática aplicada na parte superior e a implementação do carregamento devido ao peso
próprio da estrutura. Dessa forma, aproximamos esta análise à estruturas geralmente suportadas
por estacas, como edíficios, onde o peso próprio é um dos principais carregamentos.
Outra modificação realizada na estrutura foi a criação de um espaço vazio no interior, com
o objetivo de representar os espaços utilizáveis em um edifício real. As dimensões para esse
espaço são 3𝑎x3𝑎x18𝑎. Esse espaço foi retirado do processo de otimização, assim como dois
planos, nas partes superior e inferior de espessura 𝑎. Esses planos tem o objetivo de representar
os pisos e lajes de um edifício.
Dessa forma buscou-se imitar uma estrutura mais próxima de um edifício real. A estru-
tura permanece suportada pelo mesmo número de estacas das simulações anteriores e estas
permanecem com as mesmas características.
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Figura 4.12: Estrutura com espaço vazio interno
A figura 4.13 mostra a variação da compliance e do volume da estrutura durante as iterações
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da rotina BESO, para o caso no qual a estrutura está suportada por engastes. A topologia otimizada
encontrada é mostrada na figura 4.14. Os resultados correspondentes para o caso no qual os
suportes são substituídos pelo grupo de estacas estão nas figuras 4.15 e 4.16.
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Figura 4.13: Compliance Média x Volume, Estrutura com engastes
Figura 4.14: Topologia final, estrutura com engastes
Nas figuras 4.13 e 4.15 é possível observar que o volume da estrutura é reduzido linearmente
durante as iterações do processo de otimização, até o limite prescrito 𝑉 *. Ao atingir esse limite,
o volume permanece constante até a última iteração. Uma diferença importante para o caso da
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Figura 4.15: Compliance Média x Volume, Estrutura com engastes
Figura 4.16: Topologia final, estrutura com estacas
simulação utlizando o peso próprio é que a compliance também diminui de valor com a retirada
de elementos, pois essa retirada também implica em um menor carregamento da estrutura.
Na figura 4.14 é possível observar que a solução resultou em uma estrutura com a presença
de quatro colunas nos vértices da estrutura, conectando os planos superior e inferior que foram
retirados da otimização. As colunas possuem seção transversal maior na parte inferior e estão
ligeiramente inclinadas, com a parte inferior posicionada nos cantos acima dos apoios rígidos e a
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extremidade superior posicionada mais ao centro.
Já a figura 4.16 apresenta uma solução muito semelhante à figura 4.14, com a principal
diferença entre as duas sendo uma menor inclinação das colunas, com a parte superior das
mesmas mais próxima das laterais da estrutura.
4.4 Variação das características do solo
Nessa seção será avaliada a influência das propriedades do solo na compliance que pode
ser obtida com o processo de otimização topológica da estrutura. A estrutura utilizada é a mesma
descrita anteriormente (figura 4.1), com carregamento no topo. O solo é modelado com as
mesmas características da seção anterior, com exceção da razão entre o módulo de elasticidade
do solo e o módulo de elasticidade da estrutura . Para o estudo de caso desse projeto, os resultados
foram obtidos para 𝐸𝑠𝑡/𝐸𝑠 = 106, 104, 100, 1.
No gráfico dos resultados podemos comparar a convergência da compliance tendo como
referência essa mesma convergência para o caso da estrutura suportada por apoios fixos nas
posições das estacas. A carga à qual a estrutura está submetida é estática e horizontal.
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Figura 4.17: Estrutura discretizada
Na figura 4.17 é possível observar que as curvas de convergência dos 4 valores distintos
de módulo de elasticidade do solo e a curva da estrutura com apoios rígidos apresentaram
comportamento semelhante, com poucas oscilações e picos até atingirem os valores onde o
critério de convergência foi atingido. É possível observar também que todas estruturas atingiram
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o valor de convergência praticamente na mesma iteração, quando o volume total da estrutura
ainda estava diminuindo antes de se tornar constante. Quanto mais rígido o solo, mais a curva da
compliance se aproxima da curva obtida com apoios rígidos.
4.5 Discussão dos resultados
Os resultados obtidos mostram que a presença de um grupo de estacas acoplado a uma
estrutura afeta de forma significativa a forma otimizada final da mesma. Isso pode ser visto
quantitativamente no valor da compliance média final e qualitativamente na mudança da forma
final da estrutura. A adição de um grupo de estacas levou a uma estrutura menos rígida, especial-
mente no caso da carga vertical, onde também houve uma grande mudança na forma final obtida.
A adição do grupo de estacas também teve influência no caso estudado para o carregamento
com o peso próprio, porém essa influência foi menor que a observada nos casos anteriores. Foi
verificado também que a rigidez do solo tem influência na rigidez que se pode obter através da
otimização de uma estrutura apoiada por estacas.
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5 Conclusões
Neste trabalho foi apresentado um estudo da influência da presença de um grupo de estacas
na otimização topológica de uma estrutura sofrendo carregamento estático. As estacas foram
modeladas de acordo com o método de matriz de impedância. O solo foi modelado como uma
camada homogênea, isotrópica e suportada por uma base rígida. A estrutura foi modelada usando
o método de elementos finitos. O acoplamento entre as estacas e a estrutura foi obtido através da
compatibilidade cinemática e do equilíbrio de forças nos nós da interface entre a estrutura e as
estacas. O método de otimização topológica utilizado foi o BESO, tendo como função objetivo a
compliance média e restrição de volume final.
Os resultados mostram que a compliance final e a forma otimizada da estrutura são
dependentes da escolha entre apoios rígidos ou estacas. A análise indica que a presença da
fundação não pode ser desconsiderada durante a otimização topológica de problemas de interação
solo-estrutura.
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